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Le ipotesi del modello lineare classico con errori normali ci permettono di ottenere
risultati sulla distribuzione di alcune statistiche di interesse: stimatori OLS e test di
ipotesi statistiche. Lo stimatore OLS possiede una distribuzione (condizionata) norma-
le multivariata, lo stimatore della varianza del termine di errore ha una distribuzione
X2 con appropriati gradi di libeat'e queste due distribuzioni sono indipendenti. Da
guest’ultimo risultato si ottiene che il test di Wald (ma anche LR e LM) per la verifica
di un sistema di ipotesi sui parametri di interesse ha una distribuEorse 'ipotesi

di normalifd degli errorie abbandonata (o si considerano modelli non-lineari - anche se
guesti ultimi esulano dal nostro corso) nepaossibile ottenere risultati in forma chiusa
per la distribuzione di stimatori e tests. Dobbiamo ricorrere a una qualche forma di
approssimazione della distribuzione. In particolare, un metodo comunemente utilizza-
to consiste nell'approssimare con la distribuzione limite ottenuta quando la nuraerosit’
campionaria’infinita.

1 Convergenza in probabilita

Sia{X} una successione infinita di v.dX1,Xo,...,%,...}. Noi studiremo il com-
portamento limite di statistichb(X1,Xz,...,X7) costruite a partire da un campione
osservato di numerosiT, quanddl tende a infinito, con la speranza chehég con-
verge a qualcosa, questo sia collegato a qualche parametro di interesse. Ad es., nel
modello lineare classico lo stimatore ORS = (thzlxtx{)fl (thzlxtyt) & la statistica
di interesse (indicizzato per la numerasgiampionaria) e noi esamineremo se e sotto
quali condizioni sia possibile ottenere un risultato generale a proposfﬁﬂ guando
piu e pii osserazioni sono aggiunte alla regressione.

Poiclg le statistiche sono variabili casuali dobbiamo estendere il concetto standard
di limite in senso probabilistico. Richiamo il concetto standard di limite:

Definizione 1.1 La successione non aleatofa } converge al limite x se per qualsiasi
€ > 0 piccolo a piacere esiste un*ftale che T > T implica|xt —X| < € e scriveremo
lim xr = x.

T—o0

Consideriamo ora una successione di ¥Xr} e una v.cX. Poicté X € una v.c.
I'evento | X — X| < € pud sempre avere una probaldliton nulla di realizzarsi e non



si puo dire con certezza chér dista daX meno dig, per ogni valore dK. Questo ci
conduce alla seguente definizione di limite in probadilit™

Definizione 1.2 La successione di v.dXt} converge in probabila a X se per qual-
siasig, d > 0 piccoli a piacere esiste un*Ttale che T > T implica

Pr(|Xr —X| <€) >1-06
che indichiamo coinIim Xt = X oppure con X Px.

In altri termini, il limite in probabiliBé X se, per ogni intorno dX, la probabiliel
che Xt cada in quell'intornce asintoticamente arbitrariamente alta. Quindi, quan-
do T aumentaXr tende a essere ugualeXae di conseguenza prendere decisioni su
Xt basandosi sX non produrarisultati dissimili, con I'approssimazione che miglio-
ra quando la numerosittampionaria aumenta. In termini di definizioni standard per
limiti, il limite in probabilita viene spesso scritto, pefissato, come

TIim Pr(Xt —X| <€) =1

Un altro modo di convergenza che @essere utile e di facile utilizzo in molte
situazionie laconvergenza in media quadratica

Definizione 1.3 La successione di v.§¢ Xt} converge in media quadratica al limite X
se
0

Jim E[(Xr — X)?]
T m.g.
che indichiamo con X —" X.

Questa definizione di convergenza utilizza il concetterdbre quadratico medio.
La succession€Xr } converge al limiteX se lo scarto al quadrato tra gli elementi della
successione e il limite converge a zero. La convergenza in media quadratica differi-
sce quindi sostanzialmente dalla convergenza in probabiljuanto viene definita in
termini di limite di un determinato momento della successione, viz.

lim Z2f(Zy)dZr =0

doveZt = X1 — X, e non con riferimento a “probabtitdi eventi”, viz,|Xr — X| < €.
Una situazione in cui il limite in probabiktdifferisce dalla limite in media quadratica
e data nell'esempio seguente.

Esempio 1.1. (McFadden) SiaRXr =0) =1—-4"TesiaP(Xr =8")=4"T. Siha
cheXr - 0 per qualsiash. Infatti
. o T . -T _
TI|LnooPr(XT =0)= TI|Lnoo(1 47 =1

im4T=0

=
T—o0

Jim Pr(Xr = o)



per cuiXr > 0. TuttaviaE (X2) = (8/2)2T converge a zero solo pi| < 2. Ne segue
cheXr ™3 0 se e solo sé| < 2. Questo risultat@ una conseguenza del fatto che la
probabilié limite non dipende d& mentre il momento secondo dipendetda

L'esempio precedente mostra come la convergenza in prolabdit implichi la
convergenza in media quadratica. La proposizione successiva indica invece che il
viceversa'vero.

Proposizione 1.4Se % ™% X allora Xt Px.

PrRovA. La prova della proposizione si basa sulla disuguaglianza di Chebyshev di cui
si puw dare una formulazione generale: si consideri una¥,@er ogni costante, €

. E(lY—c|")
er sihache R{fY —c| <¢) > 1—T
c= X er =2 si ottiene:

. Da una applicazione diretta ponendo

~E(Xr =X

2
da cui la proposizione segue immediatamente considerando che il lato destro tende a 1
seXt ¥ x.

Il teorema seguente molto utile in diverse situazioni che incontreremo: esso ci
dice che una trasformazione continua della successione di v.c. converge in prababilit”
alla medesima trasformazione della v.c. limite (ammesso che la successione originaria
converga in probabili).

Pr(Xr —X| <€) >1

Teorema 1.5 (Trasformazioni continue) Sia{ Xt} una successione di v.c. (scalari) e
sia g(-) una funzione continua da R in Rieuna costante. Serx a allora 9(XT) LA

g(a).

Osservazioni:(i) questo risultato vale in terminigiénerali quando la convergenza in
probabilié é a una v.c.; (ii) la proposizione vale anche in situazioni in{cti} € di
dimensioné, g(-) & una funzione continua d& aR ea & un vettore di dimensiorie
(iii) si ricordi che le trasformazioni inverse, logaritmiche, lineari, e potenze sono tutte
continue.

Altri risultati che valgono per i limiti standard valgono pure per i limiti in probabi-
lita. In particolare, s&r > X eYr >V, allora

Xr+Yr B OX4v
XYy 2 Xy

ciogé, il plim di una somma di v.ee Uguale alla somma dei plim e il plim di un prodotto
di v.c. € uguale al prodotto dei plim.
2 Consistenza

Gli stimatori sono successioni di variabili casuali indicizzate per la numeroaiti-
pionariah(X1,Xz,...,X7) = ht. Ad es., nel modello lineare classico lo stimatore OLS



Br = (Zthlxtx{)_l (S1%¥t) & una successione di v.c.. Una desiderabile caratteristi-
ca asintotica che uno stimatore deve posseddaeconvergenza in probabdigl vero

valore (nella popolazione) del parametro che viene stimato. Se uno stimatore possiede
guesta proprigtviene dett@wonsistente

Definizione 2.1 Se uno stimatorethconverge in probabila a h, cice hr LA h, allora
ht & consistente.

3 Leggi dei grandi numeri

Dimostrare la convergenza in probalildi una successione di v.e.un compito ge-
neralmente impossibile da svolgere a meno che non si vogliano fare delle ipotesi sulla
distribuzione pefl finito. Tuttavia, le nozioni di convergenza che abbiamo visto si ba-
sano su tale informazione. Ad es., per dimostrare la convergenza in media quadratica
€ necessario avere a disposizione il primo e secondo momento della distribuzione in
campioni finiti; per dimostrare la convergenza in probadbititsogna studiare il com-
portamento limite dXy in une-intorno diX, che€e pure una caratteristica della distri-
buzione in campioni finiti. Quindi, un approccio che richieda meno informazione per
provare la convergenzain probalal@ hecessario. Le leggi dei grandi numeri (Laws of
large numbers), o brevemente LGN, svolgono esattamente questo ruolo, stabilendo la
convergenza di determinate successioni costruite a partire dalla successione originaria.
Due leggi dei grandi numeri sono riportate di seguito.

Teorema 3.1 (Khinchine) Se{X;} & una successione di v.c. iid cork) = <
allora

Xq 1T><tpu
T = = — M.
T2

Teorema 3.2 (Chebyshev)Se{X; } € una successione div.c. indipendenti c¢Xifr=
W e E[(X — )?] = o? allora la condizione

implica

PROVA DELLA LEGGE DEI GRANDI NUMERI DI CHEBYSHEV. Poicke’E()?T) =pHr e
- 14 _ . . .
Var(Xr) = T2 fof, dalla disuguaglianza di Chebyshev si ha
t=

T 2
2t=10¢

Pr{|Xr — ir| > g] <



Poiche il lato destro tende a zero @er— o per ipotesi, allora

Jim Pr|Xr —fir| > €] =0

e, quindi Xt — iir 5 0.

Osservazioni: (i) la LGN di Khinchine, per successioni iid, richiede solo I'esistenza di
media finita; (ii) la LGN di Chebyshev, per successioni di v.c. indipendenthama
identicamente distribuite, pone una ulteriore condizione sulla varianza: in partico-
lare, si richiede che la media aritmetica delle varianze aumentigpitamente della
numerosid campionaria. Quindi si urilasciare l'ipotesi di identica distribuzione a
costo di aggiungere ulteriori condizioni sui momenti della successione di v.c..0Si pu”
anche rimuovere l'ipotesi di indipendenza a costo di aggiungere condizioni anaora pi’
stringenti sui momenti. In generale, sigdire che esiste un trade-off tra caratteristi-
che di indipendenza temporale e/o eterogendistributiva e condizioni sui momenti
richieste per ottenere una LGN.

Esempio 3.1. Sia{Z} una successione di v.c. iid c&lz] = pe Varz) = 0 < w.
Consideriamo gli stimatori della media e della varianza

Sono stimatori consistentia.Shfatti, per la LLN di KhinchineZy LA K. Inoltre, la
succession¢Z?} ¢ iid, essendo una trasformazione di una successione di v.c. iid, con
E(Z?) = 0® + 2. Allora, per la LLN di Khinchine applicata alla successidi#?} si
ha che

e 2p 2, .2
— Zzt — 0"+ .
T4
Poicle lo stimatore della varianza p@ssere riscritto come
1 T
~2 2 F2
OT = T let _ZT
t=

possiamo applicare il teorema delle trasformazioni continue per deﬁ%nge 02 Lo
stesso risultato si ottiene se si considera uno stimatore corretto della varianza del tipo
2. Infatti




4 Convergenza in distribuzione

Le leggi dei grandi numeri e la loro applicazione allo studio della progpdéetonsi-

stenza di uno stimatore sembrano suggerire la convergenza a una costante. Tuttavia,
guesto po essere troppo restrittivo per i nostri obiettivi proprio perctoi vogliamo
approssimare la distribuzione di variabili aleatorie. Quindi la nostra interpretazione di
convergenzadeve essere estesa alla convergenza di successioni div.c. a quakosa che *
€SS0 stesso unav.c.. A questo propasibaturale soffermarsi sul comportamento della
funzione di distribuzione degli elementi della successione di v.c.. Questo costituisce il
punto di partenza per un’altra definizione di convergenza.

Definizione 4.1 Sia{ X7} una successione div.c. con funzione di distribuzidher)}.
Se
lim Fr(r) =F(r)

T—o00

in ogni punto di continua® di F(-), allora si dice che X converge in distribuzione a
X con funzione di distribuzione(F) e si indica con X 4x.

La distribuziong~ & detta distribuzione limite o asintoticaXi. Poicl€ la nozione
di convergenza in distribuzioreedefinita usando la funzione di distribuzione e non la
v.C. stessa, questo modo di convergemfandamentalmente diverso dalla convergenza
in probabilid. In quest'ultimo caso, una particolare vecidentificata come il limite
della successione di v.c. mentre nella convergenza in distribuzione la v.c. disite
ipotetica:e “come se” la successione di v.c. stesse convergendo a una determinata v.c..
Di seguito sono proposti una serie di risultati (senza prova) molto importanti che
verranno utilizzati nel seguito.

d N L
Teorema 4.2 Se X P X allora Xr — X. Se Xe una costante vale anche il viceversa.

Teorema 4.3 (Mann - Wald) Sia{Xr} una successione div.c. (scalare) e s{a gina
funzione continua d® aR. Se % 94X allora a(Xr) LN 9(X).

Teorema 4.4 (Slutsky) Siano{X7} e {Yr} due successioni di v.c. (scalari) e gia
una costante. Sexx% X e ¥ 2 q, allora

(i)  Xr+Yr S X+a,
(i) Yexr S ax,
Gi) /¥ L X/a,  se a#£0

Osservazioni:

1Un punto di continui™di F & un punta tale che limgjoF(r —€) = F(r).



e il punto (ii) vale anche nel caso in cai= 0 per cuiXtYy 9 0;

e il teorema di Mann-Wald vale anche in situazioni in ¢i) & una funzione
continua deR¥ aR;

e il teorema di Slutsky vale anche 8¢ € una successione di matrici aleatorie
di dimension€k x k) che converge in probabiit{(elemento per elemento)a
matrice di dimensionék x k). Il punto (iii) del teorema si deve intendere come
Y Xy 9 A-1X, seA & invertibile.

Teorema 4.5 (Equivalenza asintotica)Siano{ Xt } e {Yr } due successionidiv.c. sca-
lari. Se ¥ dy e(Yr — X1) P, 0allora Xr dy.

Come per i teoremi precedenti, quest’ultimo risultato vale anche per successioni di
vettori aleatori, come nel seguente esempio.

Esempio 4.1. (Cappuccio - Orsi) Consideriamo la successione di{¥¢:} di dimen-
sionek e di matrici stocastich¢Ar} di dimensiongk x k) conWy 4w~ N(0,%) e
Ar 2 3. Consideriamo le due successioni di We. = A; Wy e Yr = 5-/2W.

Applicando il teorema delle trasformazioni continue si ottiene, pnitthﬂ W, la
convergenza dit : Yr = X Y2\ 4512y N(0,1). Consideriamo ora il compor-
tamento asintotico della differenza — Yr:

Xr—Yr = AWz YA
-1/2 -1/2
= (AT / _ZT / )WI'
(ATY25Y2 )5 2w
=AYy

*o

dove l'ultimo riga segue applicando il teorema delle trasformazioni contigea =,
per cuiA; Y2 B 5712 ¢ (ATY25Y2 1) B 0, e poi il teorema di Slutsky.
Per il teorema di equivalenza asintotica, si ottidne= A7 Y AW -4 3-1/2W. Que-
sto risultato po essere ottenuto direttamente applicando il teorema di Slutsky alla
succession@/f.
Inoltre, consideriamo la trasformazioggy) = Y'Y = W'E~IW ~ x2. Per il teore-

ma delle trasformazioni continue abbiamo che
o(Yr) =WYr =W E Wr S Y'Y~
e per il teorema di Slutsky e il teorema delle trasformazioni continue

g(Xr) = XiXr = WEAT W Y'Y ~ xE.



Teorema 4.6 (Cramer-Wold device)Sia { Xt} una successione di vettori casuali di
dimensione k. Se
NXr 5 NX

perognix= (A1 Az --- k) e dove Xe unav.c. di dimensione k con funzione di
distribuzione congiunta F), allora la distribuzione limite di X esiste et uguale a

F().

Questo risultat@ ‘molto utile perch, come vedremo, i teoremi centrali del limite
sono sempre dati per v.c. scalari, non per successioni di vettori. Determinare la distri-
buzione limite (marginale) di ciascuna componente della successione di vettori aleatori
non e pep sufficiente per determinare la distribuzione congiunta della successione di
vettori aleatori. Poichnoi siamo quasi esclusivamente interessati a risultati di conver-
genza in distribuzione per succesioni di vettori casuali, in quanto stimiamo un insieme
di parameteri simultaneamente e di questi vogliamo studiare la distribuzione congiun-
ta, il teorema di cui sopra fornisce un utile “device” per passare da una distribuzione
asintotica univariata a una distribuzione asintotica multivariata.

5 Teoremi centrali del limite

In generale, noe possibile determinare la distribuzione limite in modo diretto partendo
dalle distribuzioni in campioni finiti e molto spesso la forma della distribuzione in
campioni finiti none nota. Abbiamo bisogno di un risultato generale, analogo alle leggi
dei grandi numeri, anche per la convergenain distribuzione. Questi risultati vanno sotto
il nome di Teoremi Centrali del Limite (Central limit theorems) o, brevemente, TCL.
Due TCL rilevanti sono riportati di seguito (senza prova).

Teorema 5.1 (Lindeberg-Levy) Se{X} & una successione di v.c. 1ID cor(&) =
H< o e E[(X —W? = 0? < , allora

1ﬂﬁlﬁix~N@n

o

Osservazioni: (i) rispetto alla convergenzain probabpier processiiid (LGN di Khin-
chine), la convergenza in distribuzione richiede I'esistenza di media e varianza finita;
(ii) occorre trasformare la sequenza originaﬁaper una appropriata funzione®iper
poter ottenere la convergenza in distribuzione a una v.c. non-degenere (infatti, per la
LGN Xt converge in probabilita una costante e quindi anche in distribuzione). Queste
trasformazioni prendono il nome tlasformazioni stabilizzatridh quanto impedisco-
no che la varianza & vada a zero quandb— oo e quindi che la distribuzione limite
degeneri in un punto; (i) SE(X;) = 0 allora si ottiene il risultato standard

—

1

= N 2
T2 X — N(0,0%).



L'ipotesi di identica distribuzione della successione di v.c. deve essere rimossa se Si
vuole analizzare il modello di regressione lineare classico con variabili non-stocastiche.
Come per le leggi dei grandi numeri questmpssere fatto a condizione di imporre
vincoli piu restrittivi sui momenti della successione di v.£€%}. Il TCL seguente
fornisce questa estensione.

Teorema 5.2 (Lyapunov) Se{X;} & una successione di v.c. indipendenti c@XE=
e < o0 e E[(X% — )% = 02 < w ea? # 0 per ognit. Se, per ogni t, [ — p|>™%] <
A < oo per un qualunqué > 0e

lim 6% = a2

T—oo

1

2 7 g . .
o7, cong“ positivo e finito, allora
9m & "

a2 —
doveos =

J\/]—c

VI - dy N1

oT
Osservazioni: (i) rispetto al TCL di Lindeberg-Levy, viene aggiunta un’ipotesi sui mo-
menti della successione di v.c. e viene rilasciata I'ipotesi di identica distribuzione; (ii)
la condizione sw? implica che alllaumentare della numerasampionaria (che fa
tendere all'infinito il denominatore), le varianze che si aggiungono al numeratore sono
non nulle e, di conseguenza, le v.c. della successione sono nondegeneriedsicch”
loro contenuto informativo diventa rilevante; (iii) la funziog€rl') & tipicamente una
potenza dil (nel caso standard si ligdT) = T); (iv) seE(X) = 0 attraverso semplici
manipolazioni si ottiene l'utile risultato

19 d =2y.
V() t;Xt —NOo)

(v) se noi fissiam@® = 1 e poniamdE|[|X; — |] = m, la condizione sw? puo essere
riscritta come
L GLm)
ST o2 2
(3¢-10f)

che pw essere codnterpretata: I'eterogeneitnelle distribuzioni della successione
di v.c. (misurata da momenti & che variano con l'indice), standardizzata per la
deviazione standard che standardizza la media campionaria, deve essere insignificante
perT — oo. Noné possibile che le distribuzioni siano ceterogenee che osservazioni
estratte da una determinata distribuzione dominino il comportamento della varianza
campionaria.

Esempio 5.1. Riprendiamo I'esempio 3.1 e consideriamo la statistica

\/-T(Z_T —H)

Yr =
St



che possiamo riscrivere come

\/T(Z_T—H)/G.

Y =
T sr/o

Per il teorema delle trasformazioni continue per il denominatore sscer—hé 1. Peril
numeratore, per il TCL di Lindeberg-Levy si ha che

mgmo”
o e

Infine per il teorema di Slutsky, si hg 4y~ N(0,1) (e per il teorema delle tra-
sformazioni continud? Lt X3). Si deve notare che per ottenere la distribuzione limite
di Yy noné necessario disporre della distribuzione limites{a differenza di quanto
accade in campioni finiti, c®perT fissato) ma basta semplicemente mostrare la sua
convergenza in probabiitac?.

La statisticayr puo essere modificata molto semplicemente per essere interpretata
come una statistica test dell'ipotesi nutia : g = pp contro l'ipotesi alternativad; :
M # Wo. Infatti, se sostituiamqu con Yy nell’espressione pefr otteniamo proprio la
statistica test sotto I'ipotesi nulla. Niente di quanto derivato sopra muta con questa

V4
sostituzione e, di conseguenza, si contiua ad %&T— . A questo

punto possiamo fissare un livello di significativi™e |nd|V|duare dalle tavole della
normale standardizzata, il valore criticg tale che, pel — o, Pr(JY| <cq) =1—a.

La decisione a proposito della valididell'ipotesi nulla si basarquindi sul valore
della statistica testr, e si rifiuted I'ipotesi nulla quando essa assume valori elevati.
Poicle le ipotesi di partenza non ci permettono di determinare la distribuzione esatta in
campioni finiti della statistica test, dobbiamo usare la v.c. normale standardizzata come
approssimazione asintotica. Si noti la differenza con quanto accade in campioni finiti
con popolazione normale dove, pee fissatoYr & distribuito come unadi Student
conT — 1 gradi di libertl. Ma quest®, in realfl, coerente con il risultato asintotico in
guantoe noto che la distribuziontedi Student coincide con la distribuzione normale
standardizzata quando i gradi di likeetendono a infinito.

Esempio 5.2. Consideriamo la successione di v.c. {ik } conE(Z) =y, Var(Z) =
0 e E[(Z — W* = W < . Vogliamo determinare la distribuzione asintotica dello
stimatore della varianzgé = (1/T) 54 (Z — Z)2.

Inizio considerando il comportamento asintoticad@i = (1/T)y{_;(Z — w32 A
questo proposito, definisco la successione difug} conw, = (Z — W)2. Poichg

Ew) = E[(Z-p?=Var(z)=0’
Varw) = E(wW) - [Ew)]® =E[Z - W -
= - o?

10



posso applicare il TCL di Lindeberg-Levy alla successione di v.c{wid :

VT (8% —0%)
Vg —o?

che, applicando il teorema delle trasformazioni continue, possiamo scrivere come

<4 N(0,1)

VT (62 —02) & N0, — 0%).
A partire da quest'ultimo risultato, se si riesce a dimostrare che
VT(82 —0?) VT (8% —0?) 20
allora si ottiene anche la distribuzione limite desideratadgerRiscrivendadZ come

T —

A2:1T _22:..2_2—_ 2
T(/)t;(zt )? =07 —(Zr— W
si ha
VT (6% —0%) — VT (6% —0f) = VT(6F ~&F) = VT (Zr —W)?

per cui, in ultima analisi, si deve mostrare che il lato destro dell’espressione di cui
sopra converge in probabdii zero. Gi'sappiamo che, per il TCL di Lindeberg-Levy,

VT(Zr -y q N(0,1)
o
da cui _
T(Zr—w? 4
0_2 Xl'

Quindi si ha che

— ? VT  T(Zr—p? o?
T N R L.}
A questo punto, per il teorema di equivalenza asintotica, si ha che

VT (62 —02) & N0, — o%).

Un altro risultato utilee’dato dal seguente teorema.

Teorema 5.3 (Delta Method generale)Si supponga che siano soddisfatte le condi-
zioni per cui si ha ches™ s evT(Sr—9 4 X. Sia d-) € una funzione continua
in un intorno di S e sia il vettore di derivate d{-g valutato in S dato da’¢-), allora
VT(g(S) - 9(9) > g (9X.

PROOEF |l teorema si prova a partire da un’approssimazione di Taylor del primo ordine
attorno aSo anche utilizzando il teorema del valor medio: infatti, da quest’ultimo

9(Sr) —9(9

g(sr) = ¢
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si ha che
9(Sr) =9(S) +d(Sr)(Sr—9)

doveS; € un punto treéSr e S, S = aSy + (1—a)S, cona € [0,1]. Naturalmente,
St L. Spoiché Sy % Se, per il teorema delle trasformazioni contirglésy ) 2g(s).
Di conseguenza,

g(SHVT(Sr -9 g ()X

per il teorema di Slutsky e si ha che

g(SHVT(ST—9 = VT (g(Sr) - 9(9) > g (9X.

Una versione specializzata del teorema precedentée nel seguito.

Teorema 5.4 (Il nostro Delta Method) Se sono soddisfatte le condizioni per cui si ha
chexr 5 nevT (Xt —p) 9 N(0,%) e la funzione ¢) & differenziabile nel punto p e
il vettore di derivate valutato in g dato da Gu), allora

VT(9(%) —g(W) % N(0,GEG)).

6 Proprieta asintotiche dello stimatore OLS

Consideriamo il modello lineare classigo= %3+ u; cont =1,...,T. Il vettore di
coefficienti ha dimensiond, E(u) = 0 eE(u?) = 6 per ognit mentreE (i us) = 0
pert #s. Lo stimatore OLS d3 puo essere scritto come

Br (im’) ; <ti):Yt>
B+ (%;w{) Gtzxtut)

La nostra attenzione si soffernaesu quest’ultima formulazione che ci indica come

le propriett asintotiche df3 dipendano dal comportamento in grandi campioni delle
matrici di momenti campionaii 13 xx e T3] | xu.

6.1 Consistenza dpt
6.1.1 Regressori non-stocastici

Consideriamo il caso i cui le variabili esplicative sono non-stocastiche e introduciamo
la seguente ipotesi

jim = S XX = lim Q
)

T—o0 T

12



dove Q e una matrice finita e nonsingolare. Questa ipotesi implica che (i) quando
T — oo, gli elementi dithzlxtx{ non crescono pivelocemente df e (i) le variabili
esplicative sono linearmente indipendenti per> o, ma non necessariamente fer
finito. Dall'ipotesi si ottiene, per il teorema delle trasformazioni continue,

-1
. 1Ll 1
lim | = =Q .
T—o0 <T tZXtX{> Q
Consideriamo ora il termirg—1 Zthlxtut e definiamo la successione di vettori aleatori
{w}, dovews = XU, CONE (W) =0 eE(Wmw) = E(xUPX) = 02% X, cioé la matrice di

varianza-covarianza cambia con I'indice temporale. La LGN di Chebysheegaere

applicata se la condizione
T

1
lim =; Zlozxtx{ =0

T—o T2,

e soddisfatta. Sotto I'ipotesi precedentetim, (X'X/T) = Q, abbiamo che

Quindi, si pw concludere che

17 17 P
= == 0
TR T

e, per il teorema delle trasformazioni continue,
B5p+Qt0=p

ottenendo la consistenzaftlnel modello lineare classico con regressori non-stocastici.

6.1.2 Regressori stocastici

Consideriamo il caso in cui termine di errasee regressorks sono indipendenti per
ognit e s e assumiamo inoltre che le successiui} e {x} siano iid con media
nulla e varianza pari rispettivamentesa (scalare) e pari & (matrice di dimensione
(k x k)) con elemento generiag;j. Consideriamo la matrice di momenti campionari
T-15T 1 %X il cui elemento generice dato dal 13 ; xix;;.

Poiche I'elemento genericogix;, della successione di matrici aleatofiex } ha
media costante pari@;j, elemento generico @2, per la LGN di Khinchine si ottiene

1 T
= ZlXtith L )
T A
che impIicaT*lthzlxtx{ LYo e, per il teorema delle trasformazioni continue,
-1
17T XX\t p
= = Q1
(F2m) (%)
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Consideriamo ora il vettore di momenti campioniri thzlxtut il cui elemento ge-
nerico€ dato dar —1 thzlxtiut. Poicte {xiw} € una successione iid, in quanto trasfor-
mazione di v.c. iid, cofE (xiW) = 0, per la LGN di Khinchine, applicata elemento per
elemento alla successione di vettori aleafeyix }, Si ottiene

1 T
_letutﬂo.
T £

Combinando questi i risultati di convergenza in probadbitittenuti si deduece che
B LA B+Q1.0=pe, quindi, lo stimatore OL® tonsistente.

6.2 Distribuzione asintotica dif&T

Poicltg [3 LA B si ha anche ché 9 B, una v.c. degenere che ha tutta la densin-
centrata in un punto e varianza nulla. Per ottenere una distribuzione asintotica nonde-
genere abbiamo givisto come sia necessario introdurre una trasformazione stabiliz-
zatrice che impedisca alla varianza di andare a zerd pdre tende a infinito. Come

per la consistenza analizziamo separatamente i due casi di regressori non-stocastici e
stocastici.

6.2.1 Regressori non-stocastici

Nel caso di regressori non-stocastici, abbiamo visto sopra come la successione di
vettori aleatori{xu:} sia indipendente ma non identicamente distribuita in quanto
E(xUx) = 02%X che varia cort. Per ottenere la distribuzione limite dello stima-
tore OLS dif, appropriatamente standardizzato, dobbiamo quindi far riferimento al
TCL di Lyapunov e verificare la validitdelle sue condizioni nel nostro contesto. Per
prima cosa dobbiamo considerare la successione di v.c. indipendenti ma non identica-
mente distribuite{v; }, dovewi = M'xu; per un qualche vettork di dimensione, che

ha media nulla e varianZ&(V?) = 0°A'xx{\. Lipotesi

17 v
Im =Y xx =Q
TemTt;

conQ finito e nonsingolare implica

lim l T NxxXA =N QA
T—oo T t;
dove il limite e finito e diverso da zero. Questo a sua volta implica che la condizione
sulla somma delle varianze che compare tra le ipotesi del TCL di Lyapunov, che nel
nostro caso si riduce a,
1 T

lim 02 = Jim = Zlcz)\’xtx{ = a’N'QA

—00 =

T—oo
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e soddisfatta. Dobbiamo quindi imporre I'ulteriore condizione ghabbia momenti
di ordine leggermente superiore a due finiti,el(| |>+%) < o per poter concludere

che
i),
N(0,1)

v/ OZN QA

che possiamo anche riscrivere come
1 Ny = Nt - N(0, 62N QA).
MOLUEED)

Per il teorema “Cramer-Wold device” possiamo concludere che

L Su=L v xu 4N0.0%Q)
Frn B tmosa

Congiuntamente all'ipotesi lifm.. (X'X/T) = Q, abbiamo

(%ixaé) ) <%tixtut>

4 QIN(0,0%Q)
<4 N@O,6%Q Y

VT(B-B)

cheé la distribuzione asintotica dello stimatore OLdiel modello lineare classico
con regressori non-stocastici.

6.2.2 Regressori stocastici

Supponiamo ancora cHe; } sia una successione di vettori casuali iid con media nul-
la e matrice di varianza-covariangaindipendenti dalla successione di v{a:} che
possiede media nulla e varianaa Abbiamo ga visto comeX’X /T)~1 201 vo-
gliamo ora studiare esaminare la distribuzione limit& ot thzlxtut appropriatamente
standardizzato.

Definiamo la successione di v.c. ifa; } (scalare), doves = A% U per un qualsiasi
vettore) di dimensionek, con media nulla e varian2dc?QA (per I'indipendenza tra
X € ). Peril TCL di Lindeberg-Levy abbiamo che

< ij Xt“t) o

VNG2QA ’

1 T
=S N -
ﬁ(TtZ Xt“t) T 2

0, anche,

Nt -2 N(0,\'a%QA)

P[\/]—|



e, quindi, per il teorema “Cramer-Wold device” si ha

NIESET :iTXtUtE’N(OO-ZQ)
TR TR o

Congiuntamente al risultato di convergenza in probabilithiamato sopra, per il teo-
rema di Slutsky, abbiamo

-1
VT(R-B) = 1Txtx€ L < %
T2 &

4 0 IN(0,0%Q)

4 N(0,620°Y
cheé€ la distribuzione asintotica dello stimatore OLdi

Abbiamo visto come lo stimatore OLS sia consistente e asintoticamente normale

sotto diverse ipotesi sul processo generatore delle osservazioni (risultati analoghi si
possono ottenere con regressori stocastici dipendenti ed eterogeneamente distribuiti)
senza dover far ricorso alle ipotesi del modello lineare classico. Si deve ora notare
cheTY2(Br — B) = TY2(X'X)~1X’u non dipende in alcun modo dal valore preso da
B. Questo implica che la convergenza in distribuzione di questo prodotto tra momenti
campionari nore funzione d3 e quindi la convergenzauniformein (3. In questo caso
B e uno stimatore consistente e uniformemente asintoticamente normale (CUAN, da
Consistent and Uniformly Asymptotically Normal).

6.3 Un caso particolare: regressione con costante e trend

Consideriamo il modellgs = a+Bt+u; cont =1,..., T e {w} una successione di
v.c. iid con media nulla e varianzg. Lo stimatore dei minimi quadrati ordinagi °

(q‘) _ ( T Yt )_1 ( St )
B Yt Figt? Y1ty

da cui otteniamo immediatamente

((}—a)z( T ZtTlt)_l(ZtTlUt) 1)
B-B Stat Yt St

Se procediamo in modo standard, dividendo il primo e il secondo termine a destra per
T, abbiamo, per il primo termine

1( T let)
TA\siit §i,t?

Consideriamo il comportamento asintotico di ciascuna componente di questa matrice

separatamente. Si ha che
T(T+1)

1Tt_1
Tt;_T 2
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diverge pefT — oo, cosI come

1g 2 1TT+)@T+1)
=

& T 6

diverge pefT — . Conclusione: dividere pe€rF il primo termine di (1) nore suf-
ficiente per ottenere la convergenza a un limite finito. Peish dividiamo pef? si
ripresenta il problema della divergenzai , t2, proviamo a dividere peF?, in modo
da assicuraci un limite finito pgt{_; t2. In questo caso, si ottiene

im 1 Tt 1TT—|—1

1Tt2 1IT(T+1(2T+1) 1

):O

lim etk S A o e
Tow  T320 T 6 3

fim L T 3Lty /0 0
T T3\ 3t y,t2) \0 1/3

con una matrice limite finita ma non invertibile. Il problema risiede nelle differenti ve-
locita di convergenza dei vari elementi della matrice. Questo problema si risolve defi-
nendo una matrice diagonale che tenga conto di queste diverse aéliomtivergenza.

Sia 1172 0
DT:(O TM)

guesta matrice diagonale. La relazione (19 pssere riscritta, premoltiplicando ambo
i lati perDt, come

(55) - ol F) G
T = T
B-B Siat Siat? St
B T ZTf t B -1 B sz Ut
D l< t=1 >D l] D l( t=1 > (2)
[ TAsiat 3,277 TSl tu
Considerando il primo termine a destra, abbiamo che
T ZtT=1t) 1 : < 1 (1/T2)ZtT=1t)
lim DT < D = lim
Toe T ATt 3hat?) T oo (LT3t (/T35 0
B (1 1/2 ~Q
- \1/2 v3)

dove la matriceQ e finita e invertibile. Consideriamo ora il secondo termine a destra
della (2),

e quindi

1 T
—1(ZtTlut): ﬁt;w _ 1( Sial )

St 1o VT AL/ T
‘|'3/2tZl
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dove il primo elemento di questo vettore aleatorio converge in distribuzione alla v.c.
N(0,1) per il TCL di Lindeberg-Levy per prcessi iid. Per il secondo elemento si osser-
vi che la successione di v{¢t/T)u } possiede media nulla e varianza pati AT )%0?.
Poiche si tratta di una successione di v.c. indipendenti ma non identicamente distri-
buite, dobbiamo verificare le condizioni del TCL di Lyapunov. Assumiamotche
soddisfi la condizione sui momenti e concentriamoci invece sulla condizione sul limite
della somma delle varianze,appropriatamente standardizzataePoich”

T o T(T+1)(2T+1)
tZ\(t/T)Zo2 == 5

ponenday(T) =T si ottiene

. 1] P T(T+1(2T+1) o2
lim 0% = lim = § (t/T)%0° = lim — =— =0’
T THth;(/) TooT3 6 3

T—o0 —00

e quindi, possiamo applicare il TCL di Lyapunov (alla luce dell’'osservazione (iv)),

ottenendo
L (/T = == 3 tw & N(0.0%/3)
il = 9 7 )
T TR,

La conoscenza delle distribuzioni marginali asintotiche appena derivatepmo suf-
ficiente per stabilire la convergenza in distribuzione della successione di vettori casuali
{(w (t/T)w)’} e a questo scopo dobbiamo utilizzare il teorema “Cramer-Wold de-
vice”. Definiamo la v.cmit = Aqus + A2(t/T ). E facile verificare chewt possiede
media nulla e varianza parigo? + A5(t/T)202 + 2A1h2(t/T)0?. Inoltre,

)\%O’Z n 2)\1)\20'2
3 2

0% (M )‘2)(1;2 ig) (t)
= a’NQA

= MNo*+

202+ M3 ( ) o?+ 2)@%02

17
S DA

per cui si pw applicare il TCL di Lyapunov (valido anche ser dipende dar) e
dedurre che

.
% Z(Mw A2t/ T)w) % N(0, 02N QA).
t=

Infine, per il teorema “Cramer-Wold device”, si ottiene

v (zﬁtﬁ)w) - DTlti (1) #n0e)

e, per il teorema di Slutsky, si ricava la distribuzione limite

(ﬁ(aoo

TI2(f B)) SNO.0%).
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6.4 Consistenza d&2

Consideriamo lo stimatore correttoafi nel modello lineare classia@® = (T — k)15 ; 07
che possiamo riscrivere consg = (T — k) 100 = (T — k) L [u'u — u'X(X'X)~1X'u].
Chiaramente, pek fissato, non fa alcuna differenza asintoticamentéTse k) viene
sostituito conT come faremo nel seguito. Poglil‘processdw} & iid, anche il pro-
cesso{u?} sad iid conE(u?) = ¢ costante. Possiamo quindi appllicare la LGN di
Khinchine per dedurre che

13 50
? Zutz — 0'2.
t=
Rimane da analizzare il secondo termine e, in particolare, per mostrare la consistenza di

% bisogna mostrare chie™1u'’X (X’X)~X"u . 0. Se assumiamo, come in precedenza,
che(X’'X)t 2, @1 e se teniamo conto del risultateagittenuto

1w Ly x> N(0,0%Q)
VoI P |

che implicaT ~1X'u .0, allora si ottiene

1/ /71/_U/_X X/Xilx_/up -1 0_
TuX(XX) X'u= T T T 0-Q*-0=0

chee il risultato desiderato.

6.5 Distribuzione asintotica dis?

Esaminiamo ora la distribuzione asintoticasli sempre dividendo peF e non per

T —k, data I'equivalenza asintotica. Po&hprocessdu?} & iid con media pari a2,

per poter applicare il TCL di Lindeberg.Levy dobbiamo assumere che la varianza di
u? esista e sia finita che, a sua volta, implica I'esistenza di momenti quarti finiti per
. Assumiamo quindi chE (u) = g da cui otteniamo VAU?) = g — o*. Il risultato
cercato segue immediatamente da

V@ -0 = L\/; B u’x(x:;;)lx’u /TR

14 UX(X'X)"IX'u ¢
= T_Z 2_og?| -2 27 SN0, — o
\/_<Ttut 0) N (0,lu — 0%)

dove l'ultima riga segue dal fatto che

UX(XX) XU uX XX XU g B
% == <?) NG =0-Q1.N(0,6%Q) =0.
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7 Verifica di ipotesi e intervalli di confidenza

Data I'approssimazione asintotica per la distribuzoné éi immediato costruire sia
intervalli di confidenza approssimati che determinare la distribuzione asintotica di sta-
tistiche tests costruite a partire dagli stimatori OLS del modello di regressione. Suppo-
niamo che il modello di regressione sia

Yo = %B+

cont=1,....,T eE(x) =0 eE(U?) = 62 Inoltre, (i) la successione di vettori ca-
suali {x, W} & indipendente ma non necessariamente identicamente distribuita (acco-
modando quindi il caso di regressori non-stocastici), con (i) momenti di ordine quarto
finiti, (iii) % e W sono indipendenti per oghi Sotto queste condizioni sappiamo che
VT(B-B) -2 N(0,02Q 1), doveT 157, xx > Q.

Questa approssimazione richiede due quamntith note:0? e Q. La procedu-
ra naturale consiste nel sostituire queste due qaaatit’ degli stimatori consisten-
ti. Abbiamo g visto comeo? sia stimato consistentemente s?a(ma anche da
62 = (T/(T —k))s2) e comeT 157 xx > Q. A questo punto non ci rimane che
applicare il teorema di Slutsky per dedurre

o7 [(X}X)]l/zﬁ@s—m 9 N(O, ).

Consideriamo ora I'ipotesi nulldp : RB = r dove la matricék di dimension€q x k) &
di rango pieno pari g. Procedendo come sopra si ottiene

o7t [R(X;X) R] " TRB- B S N

da cui si ricava
(Rt — RB)[6FR(X'X)R]~*(RB—RB) = X3

che cositutisce il punto di partenza per la costruzione di intervalli di confidenza mul-
tivariati asintotici nel modello lineare classico (con la differenza rispetto all'analisi in
campioni finiti chec”r% viene trattato come una costante e non unav.c.).

In modo del tutto analogo, sotto I'ipotesi nulty la statistica test di Wald si di-
stribuisce asinoticamente come yhcon gradi di liber& pari aq (cioé al numero di
restrizioni sotto I'ipotesi nulla)

W = (Rt —1)[63R(X'X)R]L(RB—1) % x2.

Si puwo mostrare, vedi seguito, che anche le statistiche test dei moltiplicatori di Lagrange
e del rapporto di verosimiglianza si distribuiscono asintoticamente come @on
gradi di liberg pari aqg.

20



8 Proprieta asintotiche dello stimatore ML

Supponiamo di estrarre un campione casuaté dimensionel da una popolazione
con fdpf(z 6) completamente caratterizzata dal vett®od dimensioné di parametri
ignoti®. La funzione di verosimiglianze definita da

T
L(6;Z1,...,2Z7) = f(z;0)
Nl
anche se noi lavoreremo con la log-verosimiglianza
T
[(6;Z) =InL(6;Z) = Zlnf(zt;e).
t=

Lo stimatore di massima verosimiglianza (M&)Yefinito come il vettore di parametri
che massimizza la funzione di (log)verosimiglianza e lo indichiamo@soninoltre,
definiamo lo score per la singola osservazione

.\ _ 0Inf(8;z)
s(e,zt)_iae
per cui valgono i seguenti risultati
E[s(6;:2)] = 0,
02Inf(6;z)
N2 ' _
Elsea)? = €| g | ~k(®)

dovel;(0) & la matrice di informazione per la singola osservazione

Esempio 8.1. (ML nel modello lineare)Per il modello lineare con errori distribuiti
normalmente, la funzione di log-verosimiglianza pexo? &

I(B.O%XY) = —5In(@no?) 55y~ XB) (v~ XB)
T

T T
= —in(zno?) - 502 2,0 XB)>

il vettore delloscoree dato da

1 T
— > % (% —%B)
s(B,0%X,y) = &

?

T 1 J
7272+2—04t;(yt—>48)2

la matrice hessianadata da

17T 1T
f?t;xoé *Ft;)(t(Yt*X{B)
14 T 14 )
*Ft;)(t(yt —%PB) 208~ Et;(Yt —%B)

2Formalmente, devono valere le cosidette “condizioni di regalarii) 8 € A ¢ R¥ doveA & un insieme
chiuso e limitato; (i) la funzione di distribuziorfe(z 6) & continua e derivabile tre volte rispett®a(iii) il
dominio diznon dipende d8.
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da cui si ottiene la matrice di informazione

15 xx 0

1(B,0%) = ozt; T
0 _

204

A volte lo stimatore di ML, se corretto, possiede varianza campionaria pari all’e-
stremo inferiore di Cramer-Rao, cleepari all'inversa della matrice di informazione
attesa. In questo caso, si dice che nella classe degli stimatori corretti, lo stimatore di
ML e efficiente.

Esempio 8.2. (ML nel modello lineare - continua)linversa della matrice di infor-
mazione nel modello linearabbastanza semplice in quanto esd@agonale a blocchi
tra e 2. Per quanto riguarda lo stimatorefila disuguaglianza di Cramer-Rao af-
ferma che non esiste stimatore con varianzepgtola dio?(X’X) 1, che€ la varianza
sia dello stimatore ML che OLS, che sono quindi efficienti. Lo stimatore di ML per
02 dato dau'G/T noné corretto mentre lo stimatore OLS datowdd/{T — k) & corret-

to con varianza pari ad#/(T — k) che eccede I'estremo inferiore di Cramer-Rao. In
real, non esiste stimatore correttoafi che raggiunge questo estremo inferiore.

8.1 Consistenza

Consideriamo lo stimatore di ML d3o, vero valore nella popolizione, nel modello
lineare con errori normali nel caso in cui la variarasia nota. Questo semplice
caso ci permette di evidenziare in modo semplice ma efficace i problemi connessi, in
generale, alla dimostrazione della consistenza dello stimatore ML. In questo contesto
la log-verosimiglianza media proporzionale a

/ 2 T
1) B o) 5 et~

1I([3>'X ) = costante- LS
T Py = 2T 2,

)
= >, (B Bo) (B Bo)
t

Considerando i termini a destra separatamente, a parte il termine costante che tralascia-

mo, abbiamo:

o T-157 . [( —XBo)/0%2 2 1, in quanto{(yi — XBo)/02} & un successione di
v.C. iid ~ x% con media pari a 1 e possiamo applicarea la LGN di Khinchine;

. T—lthzlxt(yt — X Bo) Po per la LGN di Khinchine applicata alla successione
iid {% (¥t —%Bo)} = {X%Uu } con media nulla;

Di conseguenza, asintoticamente, la log-verosimigliangaa funzione dp solo at-
traverso l'ultimo termine, una forma quadraticafircentrata sul suo vero valofi.
Questa forma quadratioa massimizzata pes = Bp. Poicke sappiamo ch@t =
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(X’X)~1X’y massimizza la log-verosimiglianza per ogni numeeo$itéd € uno sti-
matore ML e poick’la log-verosimiglianza media converge a una funzione con un
massimo inBg, € plausibile attendersi ckﬁar converga dp. Questo, in readt, € vero
come abbiamo visto da un esame direttﬁﬂi

Sfortunatamente, metodi diretti di prova come nel caso del modello lineare con er-
rori normali non sono generalmente disponibili, in quanto spesso non esiste una espres-
sione in forma chiusa per lo stimatore di ML e I'unica informazione disponibile consi-
ste nel fatto chér massimizza una qualche funzione obiettivo. La consistenza dello
stimatore di ML viene di solito stabilita mostrando la convergenza di una successione
di funzioni obiettivo a una funzione limite che possiede un massimo globale unico.
Questo implica che la successione dei massimi globali associata alla successione di
funzioni obiettivo converge all’'unico massimo globale della funzione limite. Un’a-
nalisi formalizzata di questo approccio esula dagli obiettivi del nostro corso (si veda
Amemiya (1985) per una discussione).

La dimostrazione della consistenza dello stimatore di ML ha bisogno di due ele-
menti:

1. la convergenza della successione di funzioni di log-verosimiglianza standardiz-
zate per la numerositCampionaria,cie”

1 143
lr(62) = 18,2 = = Zlnf(e;zt)
t=

a una funzione limité(6,z). Ad es., s€{z} & una successione di vettori aleatori
iid con media finita, per la LGN di Khinchine la successighg(0,2)} converge
in probabilid a questa media finita.

2. l'unicita del massimd®g della funzione limite. Questo risultato deriva dalla
disuguaglianza
El(60,2)] > E[I(8,2] 0+ 6o.

8.2 Distribuzione asintotica

Per determinare il comportamento asintotico dello stimatore ML dobbiamo, al solito,
fare ipotesi addizionali che ci permettano di individuare statistiche che sono somme di
v.C. appropriatemente standardizzate attraverso trasformazioni stabilizzatrici in modo
da poter applicare un qualche TCL.

Consideriamo il caso semplice in cui la successignge iid con media e varianza
finita. Partendo dalle equazioni normslbr;z) = 0 e considerando uno sviluppo in

3Dalla disuguaglianza di Jensen per funzioni convesse, come la funzione di verosimighigg(aa, >
9(E(x)), si ha che
E[-In[L(6;2)/L(B0;2)] > —In(E[L(8;2)/L(B0;2)]).

Quindi, poicl€ E[L(8;2)/L(6o;2)] = 1, la disuguaglianza segue immediatamente.
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serie di Taylor del primo ordirfe

92 (67;2)

0000’ (6r —80)

=5(60;2) +
doveBr = abr + (1—a)6p, cona € [0,1], & un punto trébr e B;. Chiaramente la
consistenza dbr implica la consistenza dir. Standardizzando par—1/2 possiamo
applicare un TCL al primo termine a destra ottenendo

%s(eo;z) 4 N(0,1(8p)).

. . . . f(z; .
Infatti, partendo dalla successione di vettori cass{ In a(GZt ) } che possiede va-

lore atteso nullo e matrice di varianza-covarianza pdy{&), possiamo costruire la

successione di v.c{)\’w} con media nulla e varianza parid;(8o)A. Per il

TCL di Lindeberg-Levy si ha che

Z}\,<6Inf z;0) ) d

— N(O,\'1(6p)A)
e, infine, per il teorema “Cramer-Wold device” si ottiene il risultato desiderato che
corrisponde anche alla distribuzione limite di

10%(671;2) ~ 4
Tt oe0p V(00

Dobbiamo ora esaminare il termine

10%(6r;2 1 L @2nf(6r;2)

T 06060 T4 0000
2 n_.
e studiare se la successio{ua Inal;(:(;,a) } soddisfa la LGN di Khinchine. Poieh”
32nf(67;2) ainf(6r;z) 2 —
E[ 0006’ }“E ( 00 ) =10

costante per tutte le osservazioni (ricordate le osservazioni sono(iie@ & (poiché
olg > 06+ (1—0a)6g = 6p), per la LGN di Khinchine abbiamo che

102|(§T;Z) p
S S A
T 0609

4In generale, lo sviluppo in serie di Taylor di ordinadi una funzionef (x) in un intorno del puntog &
dato da

f(x) = f(%0) + (x—x0) ) (x0) +

1(80).

01 (10) + 5 (X~ 0)°1 ) (x0) 4 - (x—30)" 7 x)

3!
dove f() (xg) & la derivata di ordine i-esimo della funziori¢x) valutata inxo e f(" (x*) & la derivata di
ordine i-esimo della funzioné(x) valutata inx*, un punto compreso trae Xo.

1
o X
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A questo punte sufficiente assemblare il rilsultato sulla convergenza in distribuzione
del vettore dello score e sulla convergenza in probalilta marice Hessiana. Infatti,
abbiamo che _ L
13%(61;2] 1 d 1
—————| —=95(60;2) — N(0,1(6p)"
{T soos | o 02 N1
che, riscrivendo I'approssimazione di Taylor come

192(6r;27 11
T~ 0600 ] r?

ci permette di ottenere il risultato desiderato

VT(B-60) = [

VT (B —80) % N(0,1(80) ).

Osservazioni: (i) il risultato di normaditasintotica implica che quandoe grande,
la matrice di varianza-covarianza dello stimatore Mlo jgssere approssimata da meno
il valore atteso della matrice Hessiana valutata nel vero vettore dei parametri. Ma
guestce esattamente I'estremo inferiore di Cramer-Rao per uno stimatore non distorto.
Si dice che uno stimatore corretto la cui varianza raggiunge asintoticamente I'estremo
inferiore di Cramer-Rae asintoticamente efficienteo stimatore MLe per definizione
asintoticamente efficiente.

Esempio 8.3. (ML nel modello lineare classico - continudtroduciamo I'ulteriore
ipotesi chex ~ iid(0,Q) sia indipendente da ~ N(O, 03) conE(uwus) = 0 per ogni
t es. Iniziamo considerando il vettore dello score standardizzata/Fee valutato in
8o = (Bo 00) vero valore dei parametri:

fZ
fZ( 2040>

Consideriamo la successione di vettori casuali

{ (L&ZX—tuctfgj/% 206‘}

che per ogni possiede media nulla e varianza pari alla matrice di informazione
Q
— 0
2 0o
I (BOa 00) = 1
0

%S(Boﬁg:)(,y) -

203
Possiamo quindi applicare il teorema di Lindeberg-Levy alla successione

o= { ()

1
=u 4 N(O, N1 (Bo, GR)N)
t=

per cui

—
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e, infine, per il teorema Cramer-Wold device, si ottiene
1 o
T 2 o3

(53

2

Dobbiamo ora volgere la nostra attenzione alla studio della convergenza in prababilit®
della matrice Hessiana. Considerando elemento per elemento della matrice Hessiana,
valutata nel vero vettore di parame(o 0%)’ e cambiato di segno, abbiamo che

%S(BO,G%;X,y) = % N(0,1 (o, 3)).

—

xx > Q/o}
=

1 P
F&t: %(Yt—xBo) — O

=~
Sl -

=~

H[\/]—|

14 1
T2 T a0

che€ pari alla matrice di informazioriéfo, 03). Quindi possiamo concludere che

vt (BB o (o (82" ©
62 - 0d) o 2))
Osservazioni: (ifBT e 62T sono asintoticamente efficienti; (ﬁ)r e c§2T sono asintoti-

camente indipendenti, coneegiusto attendersi visto che sono indipendenti per dgni
data la diagonalita blocchi della matrice di informazione.

e

11
204 " b

9 Proprieta asintotiche dei tests di Wald, LR e LM

Lo studio delle propriet asintotiche dei tre tests connessi alla verosimiglianza avviene
in due fasi. Primo, mostreremo che se la funzione di log-verosimiglianza per il vettore
di parametrB & quadratica allora le tre statistiche test di Wald, LR e LM per restrizio-
ni lineari del tipoR6 = r sono identiche (e quindi condividono la stessa distribuzione
limite). Secondo, mostreremo che la funzione di log-verosimigliaizgpprossimati-
vamente” quadratica pér che tende a infinito in un intorno i lo stimatore di ML,
dove “approssimativamente” deve intendersi nel senso ahela della funzione di
log-verosimiglianza viene tralasciato converge a zerdlpehne tende a infinito. (Na-
turalmente, i risultati di consistenza e normalita asintotica ottenuti sono ancora validi
sotto le ipotesi fatte in precedenza.)

Iniziamo analizzando quest’ultimo punto: la funzione di log-verosimigliaanzp-
prossimativamente” quadratica jeche tende a infinito. Sid6o;z) = ZtT:1 Inf(z,60)
la funzione di log-verosimiglianza valutata®g, il vero valore del parametro e ﬁ
lo stimatore di ML per un campione d@i osservazioni. Consideriamo lo sviluppo in
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serie di Taylor, del terzo ordine, Hifp;z) in un intorno dibr:

1(80i2) = I(éT,zH(%g’z)) (80— 6r) +

1 ~ L[ d(Br,2))  1d%(8,2) < 3
* E(GOGT)< iz |6 dee (P

di(6r,2)

doved = abr + (1—a)Bp & un punto trér 6. Chiaramente il termineT vale
zero per la definizione stessa di stimatore di ML. L'ultimo termine di questa espansione
puo essere riscritto come (trascurando la costante (1/6)):

-
=T VT 80 Br) VT8 1)V T (60 - Br)

dove/T (8 — 67) 9 N(0,1(80)~1) per la normali&’ asintotica dello stimatore di ML.

A questo punto, poiahf LA B, e sufficiente assumere che

®Inf(z,6)
S
esista e sia finito per poter applicare una legge dei grandi dei numeri e stabilire che

1d°(6,2)
T ded

converge in probabilit’a questo valore atteso e concludere che tutto I'ultimo termine
dell’'espansione converge a zero a causa del faftoré? che tende a zero pér che
tende a infinito.

Di conseguenza, pdr che tende a infinito la log-verosimiglianeauna funzione
guadratica

(éTvZ)

A 1 ~ o[
|(90,Z)—|(9T7Z)+§(90—9T) (T) per T — oo

chee relativamente semplice da massimizzare. Infatti, pmitlféttoredzle’z) e
non-negativo (una matrice positiva semidefinita nel caso inBcsiia un vettore di
parametri in quant@ Tinversa della matrice di varianza-covarianza)immediato
concludere chéy massimizza 'approssimazione quadratica.

Visto che la log-verosimiglianza guadratica irBp per T che tende a infinito,
consideriamo ora la forma delle statistiche test di Wald, LR e LM quando la log-
verosimiglianzae ' quadratica e si vuole sottoporre a verifica di ipotesi vincoli linea-
ri del tipo R6 = r doveR ha rango pieno pari g. Supponiamo quindi che la log-
verosimiglianza pe#, un vettore di parametri di dimensiokgsia data da

1(6:2) = b 5(8—Br)/Ar(6-br)
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doveAt & una matrice simmetrica definita positiva che, in generakeggsére funzio-
ne delle osservazioni o di parametri nbté uno scalare, @r & uno stimatore (funzione
delle osservazioni) d. Sotto queste condizioni abbiamo che

() = —Ar(6—6r)
21 Q-
IT(8) -E {aaggez,)] = E(Ar)

dove si deve notare che

e la matrice di informazione indipendente df, e quindi rimane invariata nel
problema di stima non vincolata e vincolata,&sptto I'ipotesi nulla. Inoltre, se
At none casuale alloré(8) = Ar;

e 87 & lo stimatore ML dif in quanto soddisfa le condizioni del primo ordine
s(6r) =0;

¢ di conseguenza:
VT(Br —8) % N(0,1(8)Y)

dovel (8) & pari al limite diT 1At perT che tende a infinito .
Poiche sotto I'ipotesi nulla abbiamo che
VT (Rér —1) % N(O,RI(8)IR)
possiamo derivare immediatamente la distribuzione limite del test di Wald
W = (Rbr—r) [RAR] H(Rbr—r)

4 72
R<$) R’] VT (R —1) 32,

ﬁ(RéT — I’)'

Consideriamo ora la statistica test LM. Sotto il vincB¥#® = r bisogna risolvere il
problema di massimizzazione

maxd— 2(0-8rAT(0-8r)—N(RO—1)

da cui si ottengono le condizioni del primo ordine

~AT(0—Br)+RA = 0
RO—r = 0

che possono essere risolte éerlo stimatore di vincolato e peﬁT

or Or + AR (RATR) (R — 1)
At = —(RAR)HRBr 1)
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da cui si ottiene

VTAT % N(O, (RI(B)IR) 1)

A questo punte immediato costruire il test LM

LM = ARARAT
= (RBr—1)[RAIR] *(Rér —1)
-1

= VT(Rdr—r) R<§>1R/] VT(RBr —1) 5 x2

che coincide con il test di Wald.

Infine, consideriamo il test del rapporto di verosimiglianzg:= 2|l — i] dovel el
rappresentano il massimo raggiunto dalla funzione di verosimiglianza non vincolata e
vincolata, rispettivamente. Attraverso semplici sostituzioni otteniamo che

LR= Z[f—ﬂ = (é‘r — éT)/AT(éT — éT)

Sostituendo peﬁT la sua espressione in termini@i, e tenendo conto dell'espressione
perAr, siricava che

LR = (Rbr—r) [RA'R] 'RAIATATIR [RATIR] T (Rbr — 1)
— (ROr—r)[RAIR] " (RBr—n) %2

come per il test di Wald e per il test LM.

In conclusione, le tre procedure di test sono asintoticamente equivalenti quando si
considerano vincoli lineari del tip@d =r.
Osservazioni:

1. In conclusione, le tre procedure di test sono asintoticamente equivalenti quando
si considerano vincoli lineari del tipgd =r.

2. Bisogna notare come un risultato analogo, ma in campioni finiti, si ottiene anche
nel modello lineare con errori normali e varianza nota. Questo si verifica proprio
percte in entrambe le situazioni la funzione di log-verosimigliaazpiadratica.

3. Se l'ipotesi nullee formulata in termini di vincoli non lineari del tipG(0) =,
abbiamo che, peF — oo;

. LR:Z[f—ﬂwxﬁ;
Ar\t
A,
e W=TR® <?) R(8)]1R(®) ~ xZ;
o LM = TS(B) ( T X

doveR(0) = (0G/00).
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