1 La Paretiana
Consideriamo una v.c. paretiana la cui fp
fxe;0) = OnP 2=

doveh € una grandezza nota. Questa v.c. ha media e varianza pari a

E(zy) = h%
Viw) = W= 1)2)(9 —2)

Consideriamo ora lo stimatore ML 6j la log-verosimiglianza media

6 & h £l

0(0) =logl + > log— — —> logx,

T t=1 t t=1

da cui lo score L
s(0) = 7" ?glog%

e I'Hessiano )

H(0) = —

Poicte I'Hessianc nonstocastico, I'informazioreesemplicemente pari a

1
I = ﬁ

Il valore di@ che azzera lo scokelo stimatore di ML, cie
T

i
ZtTllog””—hf

che, dalla teoria della stima di ML, sappiamo essere distribuito asintoticamente
come segue:

VT (6-6) -4 N (0,6?)

Vediamo ora come impostare un test dell'ipotHsi: 6 = #. Cominciamo dal
test LM: lo score ind &



che possiamo scriveretpsemplicemente come
s(0) =01 —6"
mentre la matrice di informaziore sottoH,,
IT=0"
se ne deduce che il test LM ha questa forma:

LM =T (57 —67)°

A\ 2
LM =T (1 — 2)
6
Il test di Walde basato sul fatto che¢T (é - 9) 4N (0,6?) cosiccle

A~ — 2

92

ossia

ossia

2
Wt (1 _ ?)
0
e coincide col test LM. Il test LR, invece,dato da

LR =2T (£(0) - ¢(0))

che nella fattispecie diventa
LR =2T (1-@?-2)

)

chee diverso dagli altri due; tuttavia, se definiame- g espandendo in serie di
Taylor la funzione

flp)=1—logp—p
intorno ap = 1, si ha che approssimativamente

(1—p)?

DO | —

f(p) =~

equindiLM =W ~ LR.



2 Lesponenziale negativa
Consideriamo una v.c. esponenziale negativa la cuefdp
fzy A) = Ne At
la log-verosimiglianza media
((A) =log A — AX

cosiccle lo score2

1 _
AN =——-X
SO =3
e 'Hessianc@ )

Poicke I'Hessianoé nonstocastico, la matrice di informazio@esemplicemente
pari a

Azzerando lo score si ottiene che

s 1
A= —
X

Lipotesi Hy : A = 1 si puw testare nei tre modi classici. Il test L&dato da
LM =T {s(1°Z(1)"'} = T(X - 1)?

mentre il test di Wala
3 2v7/3\—1 X-1 ’ 2 % 2
W=TOA-1DV\)'=T—) X?=T(X-1)

Per calcolare il test LR, osserviamo che

() = (1) = |~log X — 1| = |-X]
e quindi
LR=2T[(X - 1) —log X|
Molti dei risultati sono simili a quelli ottenuti con la paretiana. Questo non do-

vrebbe sorprendere, alla luce della considerazione che gsena paretiana, allora
log 3t € un’esponenziale negativa.



3 LaBinomiale negativa
La fdp della binomiale negativa
Pz =k;0)=(1—60)6™

con0 < 6 < 1, che pw essere interpretata come segue: se un evento ha prababilit
6 di verificarsi, alloraP(x; = k;0) & la probabilia che I'evento si verifichi dopo

k prove. Calcolare i momen& semplice attraverso la funzione generatrice dei
momentt, chee

1—46
M(t)zl—Qet
e quindi
E( )_L
S

La stima di MV di# e semplice una volta scritta la log-verosimiglianza media
((0) =log(1 —0) + X log 6

da cui lo score

e I’'Hessiano

- X
= ——
X+1
© 1
I(0) = 73
O =500y

Testiamo l'ipotesiH, : 6 = 1/2; cominciamo col test di Wald:

W=T@— 22—
0(1 —0)?
chee paria -
TX+1, 5
=2 (X -1)
1 % &1

!Ricordo che la funzione generatrice dei momenti, definita cdhe) = E(e!¥), ha la
proprief per cui la derivat&-esima, valutata im = 0, da il momentok-esimo diX.
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Il test LM, invecee

LM =T (% — %)22(1/2)1

ossia (dopo alcune facili semplificazioni),
T _
LM = 5(){ —1)?

La relazione che intercorre fra i déesemplicemente

= IM—
W 2X
Il test del rapporto di verosimiglianza, invece, si costruisce facilmente conside-
rando che R ) B ) )
0(0) = Xlog(X) — (X +1)log(X + 1)
mentre )
0(1/2) = (X +1)log(1/2)
e quindi B
_ _ _ X+1
LR =2T | X log(X) — (X +1)log <T+>

Ecco un grafico con i valori dei tre test in funzioneXlie un’ampiezza campio-
naria7 = 100.
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